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@ Conjuntos
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Definicdo

Definicdo (Conjunto)
@ Um conjunto e qualquer colecdo bem definida de objetos.
@ Se A é um conjunto, objetos de A s3o os elementos / membros

@ x € A = x elemento de A.

Exemplos
o N: naturais
@ 7: inteiros

@ Q: racionais
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Operadores de conjuntos

Unido
SAUB={x|xeAVxeB}

Intersecdo
SANB={x|xeAAxeB}

Diferenca
o A\B={x|xe AAnx ¢ B}
e também notado B, o complemento de B em A

Diagramas de Venn representam de maneira grafica esses operadores.
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Representacdo

Em extensdo
e {0,2,4,6,8,10}
e {0,2,4,6,...,2n}

Em compreensdo
e N={xeZ|x>0}
o (V2 —v2} = {xeR|x2 =2}

Extensao

Q={m/n|m,neZ,n+# 0}
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Diagramas de Venn

Setl Set2

BTRGAE T T



Conjunto vazio

o h={xeR|x*<0}

e l={xeN|l<x<2}
o () ={x|x # x}

o 0 £ {0}

o 0 e {0}
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Subconjunto

Subconjunto
A C B se todo elemento de A pertence a B.

Conjunto de partes

O conjunto de partes de A é o conjunto de todos os subconjuntos de A (notado
P(A)).

Exercicios
@ Mostre que AC B <— P(A) C P(B)
@ Mostre por indu¢do que um conjunto com n elementos tem 2" subconjuntos.

o Seja A= {o,t,f,s,e, n}. D& uma defini¢do alternativa de A.
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Teoremas

Q@ AU(BUC)=(AUB)UC(C)

Q@ An(BNC)=(AnB)NC)

Q@ AUB=BUA

Q@ AnNB=BnNA

@ AuUBNC)=(AUB)N(AUC)
Q@ AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

Q AUA=U
@ émZ:@
@ A=A
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Intervalos

Intervalo fechado
[a,b] ={xeR|a<x< b}

Intervalo aberto
(a,b) =]a, b[={x e R | a < x < b}

Exercicio

Mostre que a intersecdo de dois intervalos é um intervalo. E a mesma coisa para
unides?

Richard Bonichon DIMo0436 20140814 11 / 41



Produto Cartesiano

Par ordenado

@ O par ordenado de objetos matematicos cuja ordem de ocorréncia desses
objetos é significante.

@ Os pares (a,b) e (x,y)ssea=xeb=y

Produto Cartesiano
Ax B={(a,b)|ac ANa€ B}
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Teoremas

Q@ AXx(BUC)=(AxB)U(Ax ()
Q@ Ax(BNC)=(AxB)N(Ax ()
Q@ (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND)
Q@ (AxB)U(CxD)C(AUC)x (BUD)

Exercicio
Mostre que (A x B)U (C x D) C (AU C) x (B U D) nao pode ser a identidade. J
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Problemas

Problema inicial

Considere um hotel hipotético com infinitos quartos, todos ocupados - isto &,
todos os quartos contém um héspede. Suponha que um novo héspede chega e
gostaria de se acomodar no hotel. Como o gerente pode fazer ?

Problema segundo

A préxima noite, os quartos ficam todos ocupados. Um namero infinito de
héspedes chegam sem reservacdes. Como o gerente pode fazer ?

Contradicdo

Seja R = {x | x # x}.
Mostre que a hipétese que R é bem definido leva a uma contradicio.
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Familias indexadas

Usos
o A={A|iel}
o A=, Ai={al3ielac A}
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© Funcdes
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Caracteristicas

Dominio e contradominio
Sef:A—= B
@ A é o dominio

@ B é o contradominio

Nameros de valores

Uma fun¢do produz no maximo um valor (exatamente um valor).
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Bijetividade

Injetividade
e Va,be A a+# b= f(a) # f(b)
e Va,be A f(a)=f(b)=a=b

Sobrejetividade
Vbe B,Jac A, f(a)=b

Bijetividade

Uma funcg3o é bijetiva/bijetora se ela é injetiva e sobrejetiva/sobrejetora.
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Exercicios

@ Seja f : A— B uma fungdo injetora. Mostre que VC,D C A
o f[Cn D] = f[C] N f[D]
e f[C\D] = f[C]\f[D]
© A composicio de fungdes injetoras é injetora e a composicio de funcdes
sobrejetoras é sobrejetora.
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Outros elementos

Composicdo
g o f(x) = g(f(x))

Inversa
Seja f : A— B. f é inversivel se g : B — A tal que

f(a)=b < g(b)=a

Exercicio

Mostre que f & inversivel sse f & uma bijecdo.
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Conjunto contavel /enumeravel

Deﬁnigéo :Bblock
@ Um conjunto A é contavel se existe um funcdo injetora f : A — N
(card(A) = |A| da o nimero de elementos de A)
@ Se f for também sobrejetora, A é infinito contavel.

Exercicios

@ Mostre que Z é infinito contavel .

@ Mostre que N x N é infinito contavel/enumeravel.
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Ponto fixo

Definicdo
Um ponto fixo de uma fungdo f : A— A é um valor a tal que:

f(a)=a

Observacdo
Um ponto fixo pode ser visto como:

@ um ponto de equilibrio de uma funcido

@ um ponto de convergéncia de uma funcdo

Richard Bonichon DIMo0436 20140814 22 / 41



© Relacdes
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Relacdo binaria

Relagdo como conjunto

o R={(a,b) € Ax B| R(a,b)}
e RCAxB

Reflexividade
o Vac A, (a,a) eR
e VacA aRa

Simetria
eVabeA (a,b)eR=(ba)eR
e Vabe A aRb = bRa

Transitividade
e VabceA (a,b)eRA(b,c)eR=(a,c)eR
e Vab,ce A, aRb A bRc = aRc
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Relacdo de equivaléncia

Definicdo
Uma relagdo R em um conjunto A é uma relagio de equivaléncia se ela é:
Q reflexiva

Classe de equivaléncia

Seja R uma relac3o de equivaléncia em um conjunto A. Para qualquer a € A, a
classe de equivaléncia de a é

[a] = {b€ A R(a, b)}
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Relacdo de equivaléncia

Definicdo

Uma relagdo R em um conjunto A é uma relagio de equivaléncia se ela é:
Q reflexiva

@ simétrica

Classe de equivaléncia

Seja R uma relac3o de equivaléncia em um conjunto A. Para qualquer a € A, a
classe de equivaléncia de a é

[a] = {b€ A R(a, b)}
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Relacdo de equivaléncia

Definicdo

Uma relagdo R em um conjunto A é uma relagio de equivaléncia se ela é:
Q reflexiva

@ simétrica

© transitiva

Classe de equivaléncia

Seja R uma relacdo de equivaléncia em um conjunto A. Para qualquer a € A, a
classe de equivaléncia de a é

[a] = {b€ A R(a, b)}
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Exercicio

Seja R uma relac3o de equivaléncia em um conjunto A. Mostre que
Q@ Vac Aac|q
@ Va,b e A R(a,b) < [a] =[b]
Q Va,be A ~R(a,b)=[a]N[b] =0

@ Dadas duas classes de equivaléncia, elas s3o ou iguais ou disjuntas.
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Relacdo bem-fundada

Definicdo
Seja R uma rela¢do binaria em A. R é bem-fundada se
e VBC A B=+#0,3be B,Jac B,R(a,b)

@ n3o existe uma sequéncia infinita (a,) € A tal que Vn, R(ap+1, an)
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Particdo

Definicdo
Uma particdo de um conjunto A é uma colecdo F de subconjuntos de A dois a
dois disjuntos (i.e. VB,C € F,B # C,Bn C = () tal que

e A=UF

Exercicio

Mostre que a colecdo das classes de equivaléncia de um conjunto A é uma
particdo de A

Teorema (Relagdo de equivaléncia)

Seja F uma particdo de A e R uma relacdo em A tal que
R(a,b) < (3B € F),a,be B

Entdo R é uma relacdo de equivaléncia em A. As classes de equivaléncia de R sio
precisamente os conjuntos na particdo de IF.
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FuncGes como relacdes

Definicdo
Sejaf:A— B

f ={(a,b) € A x B|f(a) = b}

Propriedade adicional

Vae A 3lbe B, (a,b)ef
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© Conjuntos ordenados
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Ordens

Ordem parcial

Uma relagdo binaria € uma ordem parcial < no conjunto A se ela é
Q reflexiva

Ordem parcial estrita

Uma ordem parcial estrita < & uma relacdo binaria
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Ordens

Ordem parcial
Uma relagdo binaria € uma ordem parcial < no conjunto A se ela é
Q reflexiva

@ transitiva

Ordem parcial estrita

Uma ordem parcial estrita < & uma relacdo binaria
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Ordens

Ordem parcial
Uma relagdo binaria € uma ordem parcial < no conjunto A se ela é
Q reflexiva

@ transitiva

© antissimétrica Va,be A,a< bAb<a=a=0b

Ordem parcial estrita

Uma ordem parcial estrita < & uma relacdo binaria
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Ordens

Ordem parcial
Uma relagdo binaria € uma ordem parcial < no conjunto A se ela é
Q reflexiva

@ transitiva

© antissimétrica Va,be A,a< bAb<a=a=0b

Ordem parcial estrita

Uma ordem parcial estrita < & uma relacdo binaria
@ antirreflexiva Vae A,a £ a
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Ordens

Ordem parcial
Uma relagdo binaria € uma ordem parcial < no conjunto A se ela é
Q reflexiva

@ transitiva

© antissimétrica Va,be A,a< bAb<a=a=0b

Ordem parcial estrita

Uma ordem parcial estrita < & uma relacdo binaria
@ antirreflexiva Vae A,a £ a
@ transitiva
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Ordens

Ordem parcial
Uma relagdo binaria € uma ordem parcial < no conjunto A se ela é
Q reflexiva

@ transitiva

© antissimétrica Va,be A,a< bAb<a=a=0b

Ordem parcial estrita

Uma ordem parcial estrita < & uma relacdo binaria
@ antirreflexiva Vae A,a £ a
@ transitiva
© assimétrica Va,be Aja<b=b £ a
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Ordem total

Ordem total

Uma ordem é total se
Va,bec Al a<bVb=<a

Exemplo

@ Inclusdo é uma ordem parcial, i.e. para todo conjunto A, C é uma ordem
parcial em P(A).)

o E total sse card(A) < 1
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Ordem lexicogréafica

Sejam:
e mnéeN,
o a;, bj € (A, <A),
@ a,be A*

a=aj...ap < by...b, = b se
dk < min(m, n),Vi < k,a; =4 b; N\ ax <a by, ou

n<mAVYi<n,a =ab; (i.e. a &um prefixo de b)
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Conjunto parcialmente ordenado (poset)

Dado um conjunto parcialmente ordenado (A, <)

Majorante

a€ Aéum majorantede BC AseVbe B,b< a

@ 10,12, 13 s3o majorantes de |0, 10]

Elemento maximal

a é um elemento maximal de AsseVbe A,a< b=a=0>b

@ A é o elemento maximal de P(A)

Supremo

M & um supremode BC AseVac AM<a < VbeBb<a

@ 10 é o supremo de ]0,10[
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Reticulado

Defini¢do
Um reticulado A é um poset tal que todo par (a, b) € A tem um supremo é um
infimo.

Vocabulario particular
@ A operagdo joinde aeb (aA b= sup({a, b}) define o supremo de (a, b)
@ A operagdo meetde a e b (aV b= inf({a, b}) define o infimo de (a, b)

Exemplo
@ Seja A%, (P(A),<Q) é um reticulado

o supremo é a unido dos conjuntos
o infimo é a intersecdo

@ Qualquer conjunto totalmente ordenado define um reticulado
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Axiomas dos reticulados

Seja a, b, c € (A, V,A)
@aVvVb=bVa
@ aANb=bAa
V(bvec)=(avb)Vc
AN(bAc)= (a/\b)/\c
V(anb)=
A(aVb)=
aVa=a

aNa=a
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Exercicios

Seja (A, V,A) um reticulado n3o vazio.

©@ Mostre que Va,be AjaVb < aAb=a

@ Defina < tal que a < bse aVv b= b. Mostre que < é uma relacdo de ordem.

Richard Bonichon DIMo0436 20140814 37 / 41



Reticulado completo

Definicdo
Um reticulado (A, V,A) é completo se VB C A,\/ B e A\ B existem.

Teorema (Knaster-Tarski)

@ Seja (A,V,A\) um reticulado completo é f : A— A uma funcdo crescente.

e O conjunto de pontos fixos de f em A n3o é vazio e é um reticulado
completo.

o f tem um menor é um maior ponto fixo em A
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Resumo

© Conjuntos

© Fungdes

© Relagdes

© Conjuntos ordenados
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