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Exemplo de arvore binaria de decisdo
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FNC

o A = CNF(®) ={{-A B}, {-B,C}}
o AJA-B={{L,L}{T,C}}}=0 J
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Melhorada possivel

°oA= CNF((‘D) = {{_'A’ B}a {_'Ba C}}
o A[-A-B={{T,L}L{T,C}}} =0
o Todas as clausulas s3o subsumidas uma vez que {A+— 0, B — 0}
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DPLL(A, d)

if A ={} then
return {}

else if {} € A then
return UNSAT

else if L = DPLL(A|Pg41,d + 1) # UNSAT then
return LU Py q

else if L = DPLL(A|-Py41,d + 1) # UNSAT then
return LU - Py

else
return UNSAT

end if
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Resolucdo unitaria

Problema

Seja A = {{-A,B},{-B,-C},{C,~D}}
AlA={{B},{-B,~C},{C,-D}}

Nesse ponto A # {} A{} € A

Mas poderiamos ja declarar sucesso

(]

© ©0 o

Propagacdo unitaria
o Antes do teste de sucesso/falha, propagar clausulas unitarias

o A fase de resoluc3o unitaria produz dois resultados

I: literais presentes como clausulas unitarias ou derivados por resolugdo
unitaria
" uma nova FNC.
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Exemplos

@ A= {{_'Av _'B}7 {B’ C}7 {_'C7 D}7 {A}}
I ={A,-B,C,D}
r={}

@ A={{-A-B}{B,C},{~C,D},{C}}
I ={C,D}
r={{-A,-B}}
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Algoritmo DPLLy,it(A)

(1,T) < UNIT — RESOLUTION(A)
if I = {} then return /

else
if {} €T then return UNSATISFIABLE
else
choose a literal Lin I
if L = DPLL(T|L) # UNSATISFIABLE then return LU/ U {L}
else if L = DPLL(I'|-L) # UNSATISFIABLE then return LU /U {=L}
elsereturn UNSATISFIABLE
end if
end if
end if
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Backtracking cronolégico

o Se os dois valores duma variavel ao nivel n geram uma contradicdo, o
algoritmo DPLLyn;t volta ao nivel n —1

o Se o backtracking voltar até o nivel 0 a FNC é incoerente.

Diferencas
o Mudar do nivel corrente a um nivel inferior € backtracking

o Se o backtracking ao nivel n for feito sé apés tentar os 2 valores ao nivel
n+ 1, é backtracking cronolégico
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Exemplo

N\ =
@ {A B}
@ {B,C}
@ {-A X, Y}
® {-AX,Z}
® {-A-Y,Z}
® {-A X,~Z}
@ {-A,-Y,~Z}

1/\
1/\J

AL
X X ©

o[ |
®

DIMo0436

o[ |
®




Backtracking ndo cronolégico

Conjunto de conflito

o Backtracking n3o cronolégico pode ser usado apéds identificacdo de toda
valoracdo que contribui a derivacdo da clausula vazia.

o Esse conjunto é o conjunto de conflito

o Em vez de um backtracking até a altima variavel mudada, o algoritmo volta
a variavel de decisdo mais recente do conjunto de conflito.
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Exemplo

@ {A~1,B—=1,C—1,X—1}

A= @ Por resolucdo unitaria, Y — 1,7 +— 1}
@ {A B} ® Clausula 77 vira vazia
@ {B,C} @ O conjunto de conflito é
@ {-A-X,Y} {A=1,X—1Y—17Z1}
@ {-A X, Z} ® Vamos dar um outro valor a X
® {-A-Y,Z} ® Outro conflito :
® {-AX,~Z} {Am1,X—1,Z—1}
@ {-A~Y,~Z} @ Como ndo tem mas valores para X,

voltamos para A — 0
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Pista de melhorada

A =

{A, B}
{B,C}

{-A, =X, Y}
(-A, X, Z}
(-A,-Y,Z}
{-A, X,~Z}
{_\A, _\Y, _|Z}

©0e 060 6 6

o Cada vez que a resoluc3o unitaria descobre uma contradicio, tem a
possibilidade de identificar uma clausula implicada pela FNC

o Essa clausula permitiria a realizacdo de novas implicacdes pela resolucio
unitaria (assim {—A, =X} é uma consequéncia da FNC acima)

o E a clausula de conflito
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Grafo de implicacdo

Como ler o grafo

0 3/Y = 1: a variavel Y é valorada a verdadeira ao nivel 3, usando clausula 3,

A—1X—1
0/A s 1 !
\ 6
I/BH\ o \ O/Awli—ﬂ)/ZN
8
2/c,_>1 3/Y>—)15%>3/{} O/XLHO/II/) \0/{}

6
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Calcular uma clausula conflito

o Todo corte do grafo de implicacdo define um conjunto de conflito enquanto o
corte separa as variaveis de decisdo da contradicdo.

o Todo né com uma aresta saindo cruzando o corte faz parte do conjunto de
conflito.

o Ap6s a identificacdo de um conjunto de conflito, a clausula de conflito é
calculada a partir da negacio da valoracio do conjunto de conflito
Assim se ele for {A— 1,B +— 0, C — 0}, a clausula de conflito é {-A, B, C}
o Uma clausula de conflito gerada a partir de cortes que contem exatamente
uma variavel valorada nesse nivel sdo asserting.
» Clausulas asserting sdo necessarias para a completude
» O nivel de assercdo é o segundo maior nivel da clausula de conflito, -1 se n3o
existir
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Cortes

0/A > 1 -

1/B—1
2/C—=1 ./ 3/Y1 = 3/{}
5

3/ X—1
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Algoritmo DPLL+

D+ () > sequéncia vazia de decisbes
< {} > nenhuma clausula aprendida
while true do

if Unit-resolution acha uma contradicdo em A, T, D then

if D = () then > contradicdo sem decisdo
return UNSAT
else > backtracking

« < clausula assertinda
m < nivel de assercdo de «

D < primeiras m decisdes de D > apagar decisdes 11, - - -
M+« {ajur
end if
else > sem contradicdo por resolucio unitaria
if | & um literal A nem / nem —/ sdo implicadas por resolugdo unitéria
(A, T, D) then
D« D: |l > nova decisdo [ em D
else
return SAT
end if

end if
20141021 10/ 30



Exemplo final

Al ®D=(.r={

@ {A B}

@ {B,C}

® {-A-X,Y}
@ {-AX,Z}
® {-A,-Y,Z)
® {-A X,~Z}
@ {-A-Y,~Z}
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Exemplo final

@ D=(),r={}
A:

@ Suponha que
@ {A B} D=(A—~1,B—~1,C—1X—1)
@ {B,C}
@ {-A X, Y}
@ {-A X, Z}
® {-A-Y,Z}
® {-A X,-Z}
@ {-AY,-Z}
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Exemplo final

@ D=(),r={}
A =
@ Suponha que
@ {A B} D=(A—~1,B—~1,C—1X—1)
@ {B,C} @ Clausula de conflito {—A, =X} de nivel 0
@ {-A-X,Y}
@ {-A X, Z}
@ {"A,—\Y,Z}
® {-AX,~Z}
@ {-AY,-Z}
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Exemplo final

@ D=(),r={}
A =
@ Suponha que
@ {A B} D=(A—~1,B—~1,C—1X—1)
@ {B,C} @ Clausula de conflito {—A, =X} de nivel 0
@ {-A-X,Y} @ Backtracking ao nivel de asserci3o :
@ {-A X, Z} D=(A~1),T ={{-A-X}}
® {-A Y, 7}
® {-A X,~Z}
@ {-A-Y,~Z}
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Exemplo final

@D=(),r={
A =
@ Suponha que
@ {A B} D=(A—~1,B—~1,C—1X—1)
@ {B,C} @ Clausula de conflito {=A, =X} de nivel 0
@ {-A,-X,Y} @ Backtracking ao nivel de assercdo :
@ {-A X, Z} D=(A~1),T ={{-A-X}}
® {-A Y. Z} ® Resolugdo unitaria acha um conflito, gerando
® {-A X,-Z} {=A} com nivel (-1).
@ {-A,~Y,~Z}
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Exemplo final

N =

@ {A B}

@ {B,C}

@ {-A,-X,Y}
@ {-AX,Z}
® {-A-Y,Z}
® {-A X,~Z}
@ {-A~Y,~Z}

@ D=(r=1{

@ Suponha que
D=(A~1B—1C—1,X—1)

@ Clausula de conflito {=A, =X} de nivel 0

@ Backtracking ao nivel de assercdo :
D=(A~1),T ={{-A-X}}

® Resolucdo unitaria acha um conflito, gerando
{=A} com nivel (-1).

® Backtracking: D = (),I = {{-=A, =X}, {-A}}
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Exemplo final

N =

@ {A B}

@ {B,C}

@ {-A,-X,Y}
@ {-AX,Z}
® {-A-Y,Z}
® {-A X,~Z}
@ {-A~Y,~Z}

@ D=(r=1{

@ Suponha que
D=(A~1B—1C—1,X—1)

@ Clausula de conflito {=A, =X} de nivel 0

@ Backtracking ao nivel de assercdo :
D=(A~1),T ={{-A-X}}

® Resolucdo unitaria acha um conflito, gerando
{=A} com nivel (-1).

® Backtracking: D = (),I = {{-=A, =X}, {-A}}

@ ...
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(@ Teorias da primeira ordem: aritmética
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Teoria de primeira ordem

Definicdo
Uma teoria de primeira ordem T é definida por
o uma assinatura ¥: um conjunto de constantes, funcées e simbolos de
predicados

o um conjunto de axiomas A, um conjunto de férmulas de primeira ordem nas
quais s6 constantes, funcdes e predicados de X aparecem.

o Uma Z-férmula contem constantes, funcdes e predicados de ¥ bem como
conectivos légicos e quantificadores.

o Os axiomas A d3o o sentido dos simbolos de X
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lgualdade

@ Vx x=x

@ Vx,yx=y=y=x

@ Vx,y,zx=yANy=z=x=2z

@ para todo inteiro positivo n e simbolo de fun¢do f de aridade n
VX, 7, \ixi = yi = f(X) = f(¥)

® para todo inteiro positivo n e simbolo de predicado p de aridade n
VX, 7, \ixi = yi = p(X) & p(7)

DIMo0436



Aritmética de Peano

Assinatura
zPA = {07 13 +7 *, :}

Axiomas

@ Vx(x+1=0)

@ Vx,yx+l=y+l=x=y

@ F(0) AVx;(F(x) = F(x+1)) = Vx F(x)
@ Vxx+0=x

® Vx,y(x+(y+1)=(x+y)+1)

® Vxx*x0=0

@ Vx,yx*x(y+1)=xx(y+x)

Observacao sobre inducéo

o Inducdo é um esquema de axiomas: & o conjunto de axiomas obtido por a
substituicio de F por cada Lpa-férmula com precisamente uma variavel livre.
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Interpretacdo e decidibilidade

Interpretacdo: «y
a,[O] = ON
Oé/[l] = 1N
a[+] = +n
a[*] = *n

a[=] ==n

© © 0 o o

Decidibilidade
o Satisfazibilidade e validade em Tpa é indecidivel.

o O primeiro teorema de incompletude de Gddel implica que a aritmética de
Peano n3o captura a "aritmética verdadeira".
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Aritmética de Presburger

Assinatura
ZN = {07 17 +7 :}

Axiomas

@ Vx(x+1=0)

@ Vx,yx+l=y+l=x=y

@ F(0) AVx; (F(x) = F(x+1]) = Vx F(x)
@ Vxx+0=x

® Vx,y (x+(y+1)=(x+y)+1)

Observacdo sobre indugéo

o Indugdo é um esquema de axiomas: é o conjunto de axiomas obtido por a
substituicdo de F por cada Yy-férmula com precisamente uma variavel livre.
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Interpretacdo e decidibilidade

Interpretacdo : «y

o a[0] = Oy
o ayfl] = 1y
o ay[+] =+
o a[=] ==n

Decidibilidade (Presburger)

Ty é decidivel.
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Usar a aritmética de Presburger para Z
Considere a féormula Fp =Vw,x 3y, z (x + 2y —z — 13 > —3w — 5)

Introducdo de diferencas

F1 = YWa, Wy, X, Xp AYn, Vs Zns Zp
(o — X0 + 2(¥p — ¥n) — (2o — 2,) — 13 > —3(w, — wy,) — 5)

Eliminacdo de —

Fo =YW, Wp, Xny Xp Vi, Yp, Zns 2p
$(xp + 2yp + zn) + 3Wp + 5 > xn + 2yn + 2z, + 3w, + 138

Eliminago de x
F3 = YWn, Wp, Xny Xp 3Yn, Yp, Zn, Zp U
(u=0)A(Xp+yp+Yp+tzn+twp+w,+w,+u=
XntYntYn+2zZp+ Wyt Wy +w,+1+...+1
—_——
8
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Exemplos
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Eliminacdo dos quantificadores

Admissibilidade

Uma teoria T admite eliminacdo dos quantificadores se existir um algoritmo que,
dado uma X-férmula F, calcula uma férmula G sem quantificadores
T-equivalente a F.

Exemplo

Seja F=3dx-2x=y.
o Se F for uma Xg-férmula, G = T
o Se F for uma Xz-férmula, G =77

Predicado de divisibilidade

o k|- para k € Z* tal que k|x seja verdadeira sse xmodk = 0
o Tz=Tzu{)}
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Método de Cooper

Objetivo
o A entrada uma Xz-férmula 3x F(x), com F uma férmula sem quantificador,
mas com outras variaveis livres que x.

o O algoritmo vai construir uma Xz-férmula sem quantificador
Tz-equivalente a 3x F(x).

Etapa 1

o Calcular a NNF de F(x), chamada de F;(x).
o Ix F(x) =5 3Ix FA(x)

DIMo0436
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Método de Cooper (etapa 2)

Reescrita de literais
@s=tos<t+lAnt<s+1
@ (s=t)—>s<tVt<s

@ (s<t)—t<s+1

Analise da saida

A saida Ix F>(x) =¢ 3x Fi(x) e contem s6 literais da forma

s < t, k|t ou —(k|t)

Exemplo

Reescrever =(x < y) A=(x =y + 3).
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Método de Cooper (etapa 3)

Descricdo
o Reunir os termos contendo x, para que os literais tiverem a forma
hx < t, t < hx, k|hx + t ou =(k|hx + t) com x =€ t

Saida
Ix F3(x) == Ix F(x)

Exemplo
Reunir os termos da féormula x + x +y < z+ 3z + 2y — 4x
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Método de Cooper (etapa 4)

Descricdo
Seja & = mmc{h|hcoeficientedexemF3(x)}.
@ hx<t—ox<ht hWh=4¢
@ t< hx— h't<ox Wh=24
@ klhx +t — h'k|ox + h't Hh=4§
@ —(klhx + t) = —(HK|ox + H't)  Hh=3§

Analise da saida
o Wk|-—k|-
o A férmula obtida é Fj

@ Seja F'3 = F3{6x — x'}
@ 3IX Fa(x') =3x" F'3(X") A§|x

o Ix’ Fa(x’) = Ix F3(x), com literais de F; da forma

(A)x" < a,(B)b < X', (C)h|x" + c ou (D)k|x' 4+ d, x2€ a, b, ¢, ou d$
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Método de Cooper (etapa 5)

Descrigdo
o Construir a projecdo esquerda infinita F_.(x’) de Fa(x’)
o Reescrita de

@ x'<a—>T
@ b<x =1
o Seja
~ = mmc{h dos literais h|x’ + c, k dos literais k|x" + d}
B = {b dos literais (B)}

o Construir Fs = \/_; F-oo(j) V V)21 Ve Fa(b + )
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Exercicios

Assunto

Transforme com o método de Cooper as férmulas abaixo:
@ Ix3x—2y+1>-yA2x—6<zA45x+1
@ Ix2x=y
@ IxBx+1<10V7Ix—6>7)A2|x
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Resumo

(@ Provadores SAT

(@) Teorias da primeira ordem: aritmética
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Perguntas ?

http://dimap.ufrn.br/ richard/dim0436
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