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Reticulado

Definicdo
Um reticulado A é um poset tal que todo par (a, b) € A tem um supremo é um
infimo.

Vocabulario particular
o A operagdo joinde aeb (aA b= sup({a, b}) define o supremo de (a, b)
o A operagdo meet de a e b (aV b = inf({a, b}) define o infimo de (a, b)

Exemplo
o Seja A# 0, (P(A),<C) é um reticulado

o supremo é a unido dos conjuntos
o infimo é a intersecdo

o Qualquer conjunto totalmente ordenado define um reticulado
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Axiomas dos reticulados

Seja a,b,c € (A, V, )
©oaVvVb=bVa
aANb=bAa
av(bvc)=(avb)Vve
an(bAc)=(anb)Ac
av(anb)=
an(aVvb)=
avVa=a

a
a

© ©6 06 06 ©6 o o

aNa=a
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Reticulado completo

Definicdo
Um reticulado (A, V,A) é completo se VB C A,\/ B e /\ B existem.

Teorema (Knaster-Tarski)

o Seja (A,V,A) um reticulado completo é f : A — A uma fungio crescente.

o O conjunto de pontos fixos de f em A n3o é vazio e é um reticulado
completo.

o f tem um menor é um maior ponto fixo em A
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Reticulado dos sinais

num

<
N

Zero
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Relacdo de corretude

A relacdo R
R :V x L — {true, false}

o R(v,I) : o valor v é descrito pela propriedade /

Corretude

R é preservado durante computagdo

R(Vl,/l)/\pl_ vi~wApEhL> b= R(Vz,lz)
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Relacdo de corretude admissivel

Seja L={L,C,M,U, L, T} um reticulado completo
Devemos ter:

@ R(v,h )AL C h= R(v,h)

@Viel'CL:R(v,l)= vR(v,L")
A condig3o 2 tem 2 consequéncias:

@ R(v,T)

® R(v,h)AR(v,h) = R(v,h T k)
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Funcdes de representacdo

Ao invés de usar uma relacdo de corretude, pode-se usar uma funcio de
representacao

B:V =L
o Intuitivamente, associa a um valor a melhor propriedade que o descreve.

ﬁ(vl)EAvalMV2/\p|‘/1[>/2=>ﬂ(V2)E/2
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Equivaléncia dos critérios

Dada uma fungdo de representagdo /3, definimos uma relagdo de corretude Rg
Rs(v,l) < B(v)C I/
Dada uma relacdo de corretude R, definimos uma funcdo de representacdo g

BrOUIR(v, 1)}

Lema

@ Dado B:V — L, a relacdo $Rz: Vx L — {true, false } satisfaz condicées 1
e2e$pr, =p.

@ Dado R : V x L — {true, false} satisfazendo 1 e 2, g é bem definido e
RBR =R
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Uma generalizagdo modesta

Programa

Um programa representa como transformar um valor v; em um valor v,

pFvi~va,vi € Vi, vo € Vo

Analise do programa

P|_/1|>/2,/1 €L17/2 ELZ
Qo |2 = fp(|1)

Corretude
Rl(Vl, Il) ApFvi~ v = R2(V2v fp(ll))
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Aproximacio de pontos fixos

o A transformacdo do programa abstrato p - /; > b € normalmente definido
por uma fungdo f : L — L, monétona, tal que f(h) = h
o Para programas recursivos ou iterativos, deseja-se obter o menor ponto fixo
(Ifp) de f, como resultado de um processo finito iterativo
o Porem, a sequéncia iterative (f"(L)), pode:
» n3o estabilizar
» ndo ter o seu supremo igual a Ifp(f)
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Pontos fixos

Seja f : L — L uma fungdo monétona num reticulado completo
L=(L,C,u,mn,L1,T)

o Um ponto fixo de f é um elemento / € L, tal que f(/) =/
Fix(f) = {/|f () =1}
o f e redutiva em / sse f(/) C /
Red(f) = {/|[f(/) C I}
o f e extensiva em /sse f(/) O/
Ext(f) = {/|f(/) 2 I}
Ifp(f) = Fix(f) = Red(f) € Fix(f) C Red(f)

fr(L) E U, (L) E 1fp(f) C gfp(f) E, £7(T) £ £7(T)
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Operador de widening

o Como (f"(L)), pode nio estabilizar, devemos considerar uma outra forma de
aproximar Ifp(f)

o A ideia é introduzir uma nova sequéncia (fJ'), que vai estabilizar-se com um
valor que é uma (sobre) aproximagdo correta do Ifp.

o O operador vV é chamado de operador de widening: a precisdo da
aproximacio e o custo de calculo depende da escolha desse operador
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Operador de supremo

Definicdo
Um operador (1 : L x L — L, L = (L,C) um reticulado completo &€ um operador de
supremo se

h T (hth) 3 b

Se (I)n for uma sequéncia e [I um operador de supremo, ent3o (/5'), é uma
cadeia crescente, e /X 3| [{lo, 1, .., /n} para todo n.
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Exemplo

o Considere de novo o reticulado
L={1}U{[l,u]ll € ZU{~c0} Au€ZU{+o0} Al < u}
o Considere o operador [ definido por
g hlUihseiil TZVihCih
I]_|_|12 =
[—00, +0o0] sendo

Exercicio

Seja Z = [0, 2]

@ [1,202,3] =?
@ [2,3]0[1,2] =?
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Operador de widening

Definicdo
Um operador V : L x L — L é um operador de widening sse:
o é um operador de supremo;

o para toda cadeia crescente (/,),, a cadeia crescente (/), finalmente

estabiliza-se.
Uso
1l sen=0
fo=9fR" sef(lfl HER?

fIrvf(F7~1) sendo
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Exemplo

Consideramos de novo os intervalos. Seja K um conjunto finito de inteiros. A

ideia € que deveriamos ter
[Zl, Zz]V[Z3, Z4] ~ [LB(Z:L7 23)7 UB(ZQ, Z4]

xsex<y
LB(x,y) = { ksey < xAk=max{k € K|k <y}
—ocosey <xAVke K:y <k
xsey<x
UB(x,y) = { kse x <y Ak =min{k € K|y < k}
+oosex<yAVke K:k<y
. . 1 se il = I'2 =1
11Vip = . N . . .
[LB(inf(i1), inf(i2)), UB(sup(i1), sup(i2))] sendo
o Suponha que
» K={3,5}
> (inta)n = [0,1], [0,2], [0,3], [0,4], [0.5], [0,6], [0, 7]....

DIMo0436

20141120

20/ 53



Problema do laco

i=1;
while i <= 100 do i := i + 1;

o Na semaéntica concreta i vale 101 apds a execucdo do lago, e vale entre 1 e
100 dentro do laco
o Matematicamente, o menor ponto fixo
Ifp(F) = Wpempeyser(F) = {i € Z|1 < i <100}
do operador
Fel—L=XX.({1}u{i+1]i e X})n{ie Z|i <100}
no reticulado completo L = wp(Z)(<, 0, N, V)

o Uma sobre-aproximagdo correta é o invariante de lago A= {i € Z|i > 0}
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Operador de narrowing

Definicdo
Um operador A : L x L — L & um operador de widening sse:
o & um operador de supremo;

o para toda cadeia crescente (/,),, a cadeia crescente (/V), finalmente
estabiliza-se.
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Conex3do de Galois

Definicdo
Sejam (P, <) e (Q,C) conjuntos parcialmente ordenados
Um para («,) de mapeamentos:

oa:P— Q@
°0ov:Q— P
€ uma conexdo de Galois sse
Vx e PVy e Q:a(x)Cy < x<7(y)

notado

(P, <) = (Q,C)
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Abstracdo e concretizacdo

Abstracio

Uma funcdo de abstracdo o é um mapeamento de um objeto concreto o para
uma aproximagdo do dominio de interpretagdo «(0).

Concretizacdo

Uma funcdo de concretizagdo v é um mapeamento de um objeto abstrato o para
uma um objeto concreto (o).
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Exemplos

Exemplo

Sejam P e Q dois conjuntos e b : P — @ uma funcao bijetora, com inversa b~ 1.

o (P,=) & P ordenado por igualdade

Exemplo

Sejam C, A conjuntos e f : C — A. Defina
o a(X)={f(x)|x € X}
o A(X)2{xIf(x) € Y}

entdo

(0(C), <) : (0(4), C)
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Conexdo de Galois: propriedade

Teorema

Numa conexdo de Galois
(P,<) = (Q,5)
¥

uma adjuncio determina a outra
o afx) =M{ylx =7y}
o v(x) = V{x|a(x) E y}
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Conex3o de Galois: formalmente

(D,C) = (D,C)

sse
® o & monétono

Vx,y € D:x Cy = a(x)C a(y)
@ 7 & monétono

VX, 7 € D:XE 7= (%) ()
@ lp<you

@ aoyLlg

sse

VxeD,yeED:a(x)Cy < x C(y)
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Exemplo (intervalos)

©(Z) é aproximada usando o reticulado dos intervalos:
L={1}u{[ull ecZU{~c0} ANu€ ZU{+oc} NI < u}
ordenado por C:
o LT[y & true
o [lo,uo) C [h, ] € h <l <o <y

Essa aproximacio é formalizada pela conexdo de Galois:

(L) =10 a(0) =L
YL u) ={x € Z|l < x <u} «fX)=[min X, max X]

O conjunto {1,2,5} € p(Z) & corretamente aproximado por [1,5] € L.
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Exercicio

Dada a conexdo de Galois do slide anterior com

(L) =0 af) =L
Y u]) ={x € Z|l < x < u} «(X)=[minX, maxX]

Qual é o resultado de:
o ~([0,3])
o ([0, +0)
o a({0,1,3})
o a({2x*z|z>0})

DIMo0436



Abstrac3do: reticulado dos sinais

Definicdo
o v: Sign — P(Z)\{0}

"(zero) = {0}

Y(pos) = {x|x>0}
2(neg) = {x|x<0}
y(num) = Z
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Concretizacdo: reticulado dos sinais

Definicdo
o a: P(Z)\{0} — Sign
a({0}) = zero
a(X) = pos seV¥xeX>0
a(X) = neg seV¥xeX<O0
a(X) = num sendo
Exemplo
a({2,3,1}) = pos
a({-1,-2,-3}) = neg
a({1,2,-4}) = num
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Conexdo de Galois a partir de funcbes de representacio

Uma funcio de representacdo 3 : V — L gera uma conex3o de Galois

(p(V), .7, L)
@ o(V')=u{B(v)lve V'}
@ ()={veVB(v)T I}
@ comV CV, lel

Isso define uma adjuncio
a(V)CIl < Uu{B(v)|lveV'}ClI

Vve V' :B(v)ClI
V' ()

t ¢
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Conex3o de Galois a partir de funcdo de extracdo

Uma fungdo de extragdo v : V — D e um mapeamento dos valores de V para a
suas melhores descricdes D.

Isso gera uma fun¢do de representagdo 3, : V — (D)

Bu(v) = {v(v)}

A conex3do de Galois associada é

(p(v)7al/)’yl/7 p(D)

@ a, (V') = U{B,(v)lv € V'} = {u(v)lv e V}
@ 7 (D) ={v e V|B.(v) C D'} = {vlv(v) C Dkj'}
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Exemplo

Sejam dois reticulados completos (p(Z, C) e (p(Sign), C) com Sign = {—,0,+}
A funcdo de extracdo sign : Z — Sign define o sinal dos inteiros

—sez<0
sign(z) =< 0sez=0 Isso da uma conexdo de Galois

+sez>0

(9(Z), as, 75, 9(Sign))
com
o as(Z) = {sign(z)|z € Z}
0 vs(S) = {z € Zlsign(z) € S}
Z C7Z,5 C Sign
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Ordem e operacgdes abstratas

o a C y é definida como v(x) C y(y)
o xUy = a(y(x) Ux(y))
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QOutras propriedades

Teorema

Temos (P, <) (Q,E) sse (Q, :I) (Q,>)

O dual duma conexéo de Galois («, 7) é (v, )

Teorema

A composicio de conexbes de Galois é também uma conex3o de Galois.

o (P,<)2(Q.0)

8
o (@5 ==

Boa
entdo (P,<) = (R, =)
Yyod

DIMo0436 20141120 37 / B3



Galois surjecdo / injecdo

Teorema

Se (P, <) = (Q, ) entdo:
0l

« é sobrejetora <= vy € bijetora <= a oy =1g

Teorema

Por dualidade, se (P, <) = (@, ) entio:
8!

~ é sobrejetora <= « é bijetora <= yoa = 1p
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Insercdo de Galois (to be continued . . .)

(D,<) = (D,C)

sse
@ « & mondtono
Vx,y e D:x Cy = a(x)C aly)
@ ~ é monétono

@ 1lp<rvyoa«a

@ aoy=1g
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(@ Dominios abstratos
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Como escolher o seu dominio abstrato ?

Na pratica, escolher o dominio abstrato é fundamental

o deve ser suficientamente preciso

o em particular, deve permitir expressar a propriedade desejada

o deve ser calculavel com o custo tempo/meméria razoavel
i.e. horas de calculo, Gb de RAM para casos reais

tempo de calculo

precisdo

memoaria

o Dominio néo relacional: nenhuma relacdo entre elemento é conservada.
Pouco preciso mas pouco custoso

o Dominio relacional: relacdes entre elenentos do dominio. Mais préciso mas
custa
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Dominio das constantes

ox=z(z€Z)
o dominio n3o relacional

o se o valor exato ndo é conhecido, perde a informac&o inteira

Valores de y

Valores de x
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Dominio dos sinais

o xop0, avec op € {>,>,<,<,=,#}
o dominio n3o relacional

o conservacdo dos valores possiveis

Valores de y

(x=0,y=0)

Valores de x
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Dominio dos intervalos

0 X € [io, i1]
o dominio n3o relacional
o conservacdo de um intervalo agrupando todos os valores possiveis

Valores de y

Valores de x
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Dominio dos octogonos

o tx+y<c
o dominio relacional

o conservacdo de relacdes lineares simples entre elementos

Valores de y

Valores de x
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Dominio dos poliedros

o kx+1ly<c
o dominio relacional

o relagdes lineares complexas entre elementos

Valores de y

Valores de x



(& Analise de valor de Frama-C
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Analise de valor

Descricdo
o Analise por interpretacido abstrata de programas sequenciais
o Calculo dos dominios de variacdo das variaveis do programa

o Inferéncia da auséncia de erros de execucio

DIMo0436



Resumo

@ Formalizagio

@ Pontos fixos

(3@ Conexdes de Galois

(@ Dominios abstratos

(3 Analise de valor de Frama-C
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Perguntas ?

http://dimap.ufrn.br/ richard/dim0436
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Dicas

(+]

http://research.microsoft.com/en-us/um/people/simonpj/papers/
giving-a-talk/giving-a-talk.htm

©

http://matt.might.net/articles/academic-presentation-tips/

©

http://www2.cs.uregina.ca/ “pwlfong/CS499/reading-paper.pdf
(Partes da compreens3o e da sintese)

©

Vocé apresenta para seus companheiros/colegas e ndo sé para o professor!

©

Duragdo: 15 min (= 7 slides)
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